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ABsTRACT. En el presente trabajo se presenta el desarrollo numérico para un
modelo Blacks-Scholes no lineal y no local utilizando los métodos de diferen-
cias finitas, integracién numérica y molificacién discreta. De dicho modelo, se
analizan las condiciones de estabilidad y convergencia para la discretizacién
propuesta.
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REesuMEN. In this paper, we study a nonlinear nonlocal Black-Scholes model by
means of the methods of finite differences, numerical integration and discrete

mollification. In this model, conditions for stability and convergence of the
discretization proposed are discussed.
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1. Introduccion

Nos interesa realizar la aproximacion de la solucién a una ecuacién diferencial
parcial tipo parabdlica asociada al modelo de Black-Scholes (ver [7]), la cual
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196 HAROLD CONTRERAS, CARLOS DANIEL ACOSTA & LORENA AGUIRRE
tiene importantes aplicaciones en finanzas. Nuestro modelo viene dado por:

up(x,t) = A(U)ge (2, t) + cug(x,t) — ru(z, t)+
+ Jp J(s — x)B(u) (s, t)ds — B(u)(z,1) (x,t) € Q2 x (0,T),
u(z,0) = wug(x),
(1)

con 2 C R un dominio suave y acotado, T > 0, y A(u) = fou a(s)ds y
B(u) = [;'b(s)ds funciones suaves y a, b funciones no negativas y acotadas
en todo su dominio. En este modelo consideramos r > 0 representando la tasa
de interés libre, ¢ € R la desviacién de tasa y u(z, t) la opcién de precio (crédito
contingente). El efecto de los vecinos cercanos = y s se describe por medio de
J : R — [0, +00) una funcién suave, no negativa, simétrica, que decae en los
limites y tal que [, J(z) = 1. A la funcién J anterior se la denomina kernel. En
este articulo trabajamos con funciones kernel que sean estrictamente positivas
en un intervalo (—p,p) para algiin p € RT y J(§) = 0 para £ ¢ (—p, p).

La ecuacién (1) surge como una variacién del modelo de Black-Scholes lineal
y no nocal estudiado recientemente en [6] y [5] desde el punto de vista numérico,
y considerando A(u) = bu y B(u) = du con b,d € RT U{0}. Més especifica-
mente, en [5] se usé una discretizacién basada en los métodos de diferencias
finitas y molificacion discreta, se obtuvo una condicién CFL, y se prob6 que el
esquema cumple propiedades importantes tales como regularidad, variacion to-
tal decreciente (TVD) y demés. Por otro lado, en [6] se implementé un método
multigrid para acelerar los algoritmos alli planteados. En estos articulos, se
asume que la condicién inicial ug se encuentra en £!(R) y que una solucién u
también estd en L1(R) y es Lipschitziana con respecto a la primera variable en
casi todas partes. Al igual que en [6] y [5], en el presente articulo hacemos las
mismas consideraciones sobre ug y u. Ademds, asumimos que tanto A(s) como
B(s) son funciones Lipschitzianas.

Respecto a lo tedrico, la ecuacién (1) ha sido estudiada desde este punto de
vista en [9], [8] y [10] para los casos en los que A(u) =c=r =0y B(u) = u,
donde se estudiaron la existencia, la unicidad y el comportamiento asintético
de las soluciones.

En cuanto al método de molificacién discreta (ver [2, 3, 4] y [11]), este es
un procedimiento de filtrado basado en convolucién, que es una forma simple y
efectiva para estabilizar esquemas explicitos para ecuaciones diferenciales (ver
[1]). En [5] se implementé este método para realizar la aproximacién numérica
de la integral que figura en el esquema alli propuesto.

Como se puede evidenciar, los estudios sobre el modelo lineal y no local de
Black-Scholes son amplios; sin embargo, el tratamiento numérico de modelos
no locales y no lineales para dicha ecuacién son casi nulos. Nuestro objetivo
con este articulo es desarrollar un método numérico que aproxime en forma
eficiente soluciones al modelo no local y no lineal de Black-Scholes y empezar
a sentar bases para estudios que vayan cada vez mas ajustados a la realidad.
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BLACK-SCHOLES NO LOCAL Y NO LINEAL POR MOLIFICACION DISCRETA 197

Para ello, iniciamos nuestro estudio aproximando mediante diferencias finitas
las derivadas que aparecen en (1) y mediante molificacién discreta aproximamos
la integral que all{ también aparece, de manera similar a como se hizo en [5].

El articulo esta organizado de la siguiente forma. En la seccién 2 presenta-
mos la discretizacién de nuestro modelo. En la seccion 3 presentamos el analisis
de convergencia de nuestro método para el cual establecemos algunos supuestos
iniciales, y enseguida establecemos la condicién CFL bajo la cual se garantiza la
monotonia del esquema planteado, ademas que nuestro esquema cumple la ley
conservativa, la propiedad de variacién total decreciente (TVD) y regularidad.
Finalmente, en la seccién 4 desarrollamos algunos experimentos numéricos que
muestran la eficiencia del método numérico que proponemos.

2. Aproximaciéon Numérica

Para el tamano de la malla se tomardn Az > 0 y At > 0, de modo que (z;,t")
son los puntos en los que se evaluaran las aproximaciones del esquema numérico
a la solucién de (1), donde z; = jAx y t" = nAt, para j entero y n un nimero
natural mayor o igual que 1. La discretizacién del dato inicial estd dada por:

1 (j+3)Az
v? = —/ W (x)dz, jEZ. (2)
AT Jj-1)aa
Evaluamos ahora la ecuacion (1) en nuestra discretizacién, obteniendo:
up(z,t") = A(W)ge (2, ") + cug(z,t") — ru(z;, ")+
+ / J(s — z;)B(u(s, t"))ds — B(u(z;,t")). (3)
R

Lo siguiente que haremos es aplicar el método de diferencias finitas para aproxi-
mar cada una de las derivadas que figuran en (1). Para los términos de (1) rela-
cionados con la primera derivada utilizaremos diferencias finitas hacia adelante,

mientras que para la segunda derivada espacial implementaremos diferencias
finitas centradas. Denotando por uj := u(z;,t"), llegamos a

nt+l _ um

ut(zjvtn) = JTtJ + O(At)a (4)
u, o, —um

sy 1) = T oA )

Alugy) =240 +AGR)
Ao +0((A2)) (6)

Ahora procedemos a aproximar la integral que aparece en (3), mediante mo-
lificacién discreta, de la siguiente forma.

A(U)gr =

Revista Colombiana de Matemaéticas



198 HAROLD CONTRERAS, CARLOS DANIEL ACOSTA & LORENA AGUIRRE

Tomando £ = s — x;, se tiene
/J(s—xj) u(s, t") ds-/J u(z; + &) d¢
R
~ [ 5@ tulay + e e,
-p

pues J(§) =0 para & ¢ (—p,p) y J es simétrica respecto al eje Y, de modo que
J(€) = J(—€) para todo £ € R.

Ahora, sea n € ZT tal que

1 1 1
7777 Ar<p<|n+= Am®n<£+f§n+1.
2 Azx 2

Como [—p,p] C [f (n+ Az, (n+ %)Ax}, entonces

[ @ (ute, + )i = 3 /( O (e + ) e (1)

—p i——n

De (7) y por la condicién de Lipschitz sobre u y B(u), obtendremos la apro-
ximacién de la integral de la ecuacién (3), donde u(x,t") = u(x;,t"), para

e [ (]

Sea = € I;. Entonces, si L denota la constante de Lipchitz para u tenemos
lo siguiente

A
‘u(m,t”) ~ e, )| = ’u(x,t”) - u(xj,t")‘ < Lz — 2] < L{.

Obsérvese ahora que si L; denota la constante de Lipchitz para B(u) podemos
deducir lo siguiente:

x]—l—ft" de — /J (xj—l—f,t"))d{
/J u(os +&,6)) = Bz +,¢)) | d
i J(—f)(Ll)’U(:vj 6 1) — il + €, 47)|d
LlLA(t
< [ o
LlLA.T
< ==
=72
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Ahora, definiendo
wei = [ I (®)
I

i

de modo que
n

Z W—; = 1, (9)

1=—n

llegamos a la aproximacion de la integral,

/,, T(-€)B(uz; +&.17) df_Z/ B((a; +£,17)de + O(Aa)

-p

—Z (%, )w .+ O(Az), (10)

pues cuando & estd en I;, x; + £ se encuentra en [; ;.

El siguiente paso para llevar a cabo la aproximacién numérica de la ecuacién
(1) es reemplazar (4), (5), (6), y (10) en (3), con lo cual obtenemos

u Tt — A(u, ;) — 24u™) + A(u?_q)
J J — J+1 J j—1 2
A T O(At) o) + O((Ax)7)
+ Pt R | + O(Az) — ruf+

Az

+ 37 B Jw_i — B(ul)) + O(A)

A A0 A
= A +O((Ax)?)+
+ CiujHA; % + O(Az) — ruf+
7
+ ) B )w Z w_;B(u?) + O(Ax)
AQu, ) — 2A(u) + A(ul_,) ,
o ~rol@n)
+07J+Z;u + O(Az) — ruf+
+ Z Bty - By +o(a). (11)
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Ahora definimos v}’ como nuestra aproximacién de u} que satisface

Vit AT - 247 + AT

J J Jj+1
At (Az)?
vl —or i
+ c% -+ Y w B} — B}, (12)

i=—n

donde A7 = A(v) y By = B(v}).

Estamos interesados en conocer la solucién en el paso de tiempo n + 1, por

lo que despejamos ’U;—H_l en (12):

ot =op A7 =247+ A7 ] oy, — o] — A+

n
+AE Y woi(BY, - BN, (13)

i=—n

N
(Ax)? VAT Az

La ecuacién anterior puede reescribirse en la forma siguiente

con =

O = (A = A7) — (47— A7)+ ey

n

— e — A + At | Y w (B, - B | . (14)

i=—

Ahora bien, utilizando el Teorema del Valor Medio y el teorema fundamental
del cédlculo tenemos

= AT =) (Vi =), AT = AT =l ) () — v,
para (ji1/2 entre v y vj' | y para (j_1/2 entre vj'; y vi'y
Z—j - B;l = b(7?+j)(1}?+i - U?)»

para 7;1; entre v y vjl ;.
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Teniendo presente lo anterior, (14) es equivalente a

=g 4 ) (50 =) = a0y (5 =)

> wbo2) (v - v?)]

i=—n

+cAviy — v —rAtof + At

= {NQ(C?H/Q) +eA+ Atw,lb(’y]’-‘+1)] Ui+ {1 — pa(Ch/2)

CIES w—ib(%ﬁj)] }U;l

i=—n

—pa(Ciyjp) — A —rAt + At

+ {ua(g‘f_l 12) + At [wlb(ygl_l)} }v]’»‘_l FAL Y wl b,

1<|i|<n
(15)
que puede ser reescrita
n
ot =Y b o, (16)
i=—1
donde los w_; ; se denominan pesos de la ecuacion y se definen como
Aty w_ib(viy,), sil<li|<n
/Ja(Cf_l/g) + Atwlb(%ﬂfl)a sit=—1
W j = n n (17)

1—ch— ,LLCL(CJ-_H/Q) - Na(cj‘_l/z) —rAt + AtwOb(’YJn)
At woib(yly,), sii=0

na(Cilyy jp) + e+ Atw_1b(7}4,), parai=1.

(16) corresponde a la forma discretizada y linealizada de la ecuacién (3).

3. Estabilidad y monotonia

En esta seccion, se estudian los aspectos concernientes a la convergencia del
esquema numeérico propuesto, mostrando monotonia y algunas propiedades de
regularidad de la solucién aproximada. Partimos de unos supuestos iniciales
que nos ayudaran en la prueba de algunos de los lemas propuestos en esta
seccion.

Hipétesis: Con la notacién antes relacionada se asume, al igual que en [1],
que existen constantes positivas M7 y M, tales que

M.
0 0 0 § : 0 0 0 2
Z )Aj+1 - 2Aj + Ajfl < MiAz, ‘Bj+1 - 2Bj + Bj—l < Az
JEZ JEZ
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202 HAROLD CONTRERAS, CARLOS DANIEL ACOSTA & LORENA AGUIRRE

donde A? y B? corresponden a las funciones A(u) y B(u) evaluadas en el ins-
tante t = 0. Ademads asumimos ¢ > 0y r = 0.

Lema 3.1.(Monotonia) El esquema (16) es mondtono bajo la condicion CFL

(Az)?
At < :
cAz + 2aflco + (A2)?[|b]| oo

(18)

Demostracion. Para cada w_; ; definidos en (17), se tiene que w—_;; > 0, si
wo,; = 0, esto es si

n

1—ch— ua(C}’H/g) - UG(C?A/Q) + Atwob(%’»‘)) — At Z w—ib(%nﬂ') 2 0.

i=—n
Lo anterior es equivalente a tener
n
cA+ NQ(C]T‘L+1/2) + ﬂa(CJT'L—l/Q) - Atwob(%’-‘) + At Z wfib(%nﬂ) <1, (19)
==
para lo cual es suficiente que se satisfaga
A+ 2plalloo + At]b]lo < 1; (20)

ahora, factorizando y despejando At de (20), se obtiene la siguiente condicién
CFL del esquema

(Az)?
At < .
cAz + 2[|alloc + (Az)?[[bl 0o

]

En el siguiente lema se muestra una propiedad que cumplen los pesos w; ;, la
cual es importante para analisis posteriores.

Lema 3.2. Los pesos w_; ; definidos en (17) cumplen que

n
;=1 VjeL

i=—n

Demostracion. Teniendo en cuenta la forma como estan definidos los pesos
wW_; ; en (17), realizamos la suma de todos ellos a continuacion:
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n
Z W_;; =At Z w_ib(v7 ;) + pa(Cy o) + Atwib(yi )

i=—n 1<lil<n
+1—cA— pa((ih2) — pa(Ciy ) + Atwod(v]'))

n
— At Z w_ib(viy ;) + pa(Clhy o) + A+ Atw_1b(vjy ;)

i=—n

=At Y w_b(y]y ) + Atwib(v]y) + 1+ Atweb(v})

1<[il<n

n
— At Z w_ib(viy ;) + Atw_1b(vy1)

i=—n

At Z w_ib(7i'y ;) + Atwib(yj_ ) + Atwob(yj)+

1<lil<n

n
+ Atw_1b(vi4 ) | +1— At Z w_ib(Vi'y ;)

i=—n
n 7
=At Z w_;b( ;) +1— At Z w_;b(Viy ;)
i=—n ==
=1. (21)

]

Lema 3.3. El esquema (13) es conservativo. Mds precisamente, (13) se puede
escribir en la forma

ot =0t 4 —yf . VjeZ ne{0,...,N-1}

donde

n
U = A~ AD) el + ACS (Bl — Blgin) (22)
k=1

n
con py 1= Zw_i para k = —n,...,n.
i=k

Demostracion. Primero notemos que el ltimo término de (13) puede ser rees-
crito de la siguiente manera

n n

n
Z w_;[Bi1;—B}] = Zpk (Bﬂk—B;‘lkJrl)—Z Pk (B?Jrk—l_B;‘Lk)' (23)

i=—n k=1 k=1
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Ahora, reemplazando (23) en (14) obtenemos

o = (AL — A = (A7 — A7)+ Ay, - edy

J J

n n
+ Atz pk(Bjyr — Bi_ 1) — At Z pi(Bi1k_1 — Bi_y)

k=1 k=1
n
=v] 4+ | (A} — A) +c\jyy + Athk(B}Zrk — B}lkﬂ)]
k=1
n
B /‘(A;'l - A?—l) + c)\v;’ + Atzpk(Bﬁk—l - B;L—k) ’ (24)
k=1
es decir

it =g R -, (25)
con ¥} definido en (22). ™

Se mostraran, en los siguientes dos lemas, otros resultados concernientes a
la estabilidad del esquema planteado.

Lema 3.4. Si la condicion CFL (18) se satisface, entonces el esquema (13) es
tal que
10" |oo < [Jv0]lco, vn e {0,1,...,N —1}.

Demostracion. Recuérdese que por (16) tenemos
n
n+l _ ~ . n
vy = § W—4,jViy o
i=—n

de este modo, aplicando valor absoluto en ambos miembros de la anterior igual-
dad se obtiene

n
n+l| _ ~ L n
’Uj | = Z Wi,V
1=—n
n n
~ n ~ n o n
= E Woig o] < E w,i,ij H = ’ v
. . o 0o
1=—"n 1=—"n

Lema 3.5. El esquema (13) cumple que
[0" [l < [lvoll1,
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es decir,

St <Y eyl ¥ne{o,1,..., N —1}.

JEZL JEZ

Demostracion. Aplicando valor absoluto en ambos miembros de la igualdad en
(15) y sumando sobre todo j € Z obtenemos

Dol < Y { [”“(C;‘llm) teas Atwlb(ﬁﬂ)] ‘U;L+1‘

jez JET

+11 = pa(CGiy o) — pa(Cy o) — A

—&—At(wob% Zw b’yzﬂ >M ‘

i=—n

+

Ma(g‘lq/z) + Atwlb(%lﬂ} ‘U;‘Lfl‘

+ | At Z wib(%‘nﬂ')] U?ﬂ‘}
1<|i|<n

= Z {/ia(g'lyz) + e+ Atw_1b(7}) +1 - Na(g'l+1/2)

JEZ
wob( ’YJ Z w-ib( %ﬂ ]

i=—n

—pa((] ) — A+ At

Fua(Clyr ) + Atwib(v7) + At Y wib('ﬁﬂ)}’v;"
1<[i1<n

n
= > {Atwlb('y}l) + 1+ Atwob(v]) — At Y w_ib(+} ;)

JEZL i=—n
+At0 () + At Y wib(ygj)}’vy(
1jil<n
n n
=X {1 — A YT webi) = D weib()] }\vy\
JEZ i=—n t=—n
= Z vf .
JEZ

v
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A continuacién mostraremos que nuestro esquema cumple la propiedad de
variacién total decreciente (TVD). Recuérdese que para una funcién discreta
z, se define la variacion total de la siguiente forma:

TV.(2) = |z — 2l

Ademds, la propiedad TVD significa que T.V.(2"1) < T.V.(2").

Lema 3.6. Nuestro esquema numérico (13) tiene la propiedad TVD, esto es:

Sl =TS Ty —f, Yne {0,1,.., N — 1}, (26)
JEZ JEZL

Demostracion. Recordemos que en (14) establecimos la siguiente equivalencia

ot = (A7 — AT) = (A7 — A7) + ey —

n
S woi(BY, — BY).

i=—n

- c)\v;‘ - rAtv}’ + At

Anélogamente, se puede escribir U;Lfrrll, obteniéndose el siguiente resultado
1
o = + u[(A;?H —AT) — (AT, — A;?)} + ATy — Xl
n
Z w—i(an-i-j-i-l - B?)

1=—n

+ At . (27)

De acuerdo a lo anterior, si restamos miembro a miembro las ecuaciones (27)
y (14) y luego reagrupamos términos obtenemos

v =t {(1 — N =) = 20(Afy, — AF)+
+ At(wo — 1) {B?—i-l - Bﬂ }+

+ (AT — AT 1) + A (0] — vfg)+

+ Atw o (Blyy = Bjya ) | + w47 — A7)+

+ Atwy (B} = B} )| + At Y w_i(By0 — Bpy). (28)

1<[il<n
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Aplicando ahora el Teorema del Valor Medio a la ecuacién (28) tenemos

P = ot = (1= eN) = 2a(Qn o) + At(wo — V(2] (v — o7

+ [nal@) + A+ Atw b)) (s — )

+ [,ua( ")+ Atwlb(vgil/z)} (v? - ?fl)

v

At Y weib(yage) | (Ve — i)
1<fi|<n

y el paso a seguir es aplicar valor absoluto y sumar sobre todo j € Z para
obtener

Sho -] = Sl (o

JEZ JEZ

+At(1 - wo)b('ﬁlﬂ/z))}

n n
Vit1 7Y

+ | pa(CGy ) + e+ Atwlb(vyﬂﬂ)] ‘U;L+1 - v;"

+ MG(C;LH/Q) + Atw1b(v}‘+1/z)l ’U;Lﬂ - U;I‘

n n
‘vj+1 Y ’}

+| At Z w_ib(7'41/2)

L 1<]il<n

= Z {1 + | — A1 —wp) + Atw_1 + Atw;

JEZ

+At Z U/z] b(’Y?ﬂ/z)}‘”?Jrl - U;I‘

1<lil<n
n

= > |1+ ( At+AL Y w_¢> b(’yﬁl/z)] Vi1 — U?’

JEZ i=—n
= Z U;L_,'_l — 'U;L‘.

JEZ

o

Se muestran ahora dos resultados claves de regularidad para el esquema numérico
planteado.
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Lema 3.7. Si la condicion CFL (18) se satisface, entonces existe una constante
C1 independiente de At y Az tal que

S jortt—op[ <G\, Vnefo,..., N -1} (29)
JEZ

Demostracion. Haciendo un procedimiento andlogo al realizado inicialmente en
el lema 3, podemos escribir v} de la siguiente forma

v} :U;L_l +pu (A;Z:ll - A;L_l) - (A?_1 - A?:ll) + c)w;:ll - c)\v?_l
n
+AL DY wo(Br - B (30)
==

Ahora restamos miembro a miembro las ecuaciones (14) y (30) con el fin de

obtener una expresién para U;L-H — vy

gt =g - u{ (A7 — A7) = (A = A7)
_ |:(A;LJ:11 — A?*l) — (A;?*l _ A;‘_’f)} } + A (V] — U;:ll)

7
> weiBly; — B}

1=—n

n
n—1 n—1
. ( S w B B )

1=—n

—cA(vf — 1);-1_1) + At

{(1 —eA)(v] — vy ) = 2u(A} — A7+
+ At [(wo ~1)(B? B;L_l)} } + {u(A?+1 — AT+
+ AW — vl ) + At [w—1(B§L+1 - B}:f)} }+
+ {M(A?_l — A7)+ At [wl(B?_l - B}Z‘f)} +

}. (31)

+ At

S wilBL, - B

1<[il<n
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Lo siguiente que haremos, es aplicar Teorema del Valor Medio en (31) para
obtener

= =1 - o) - 2ua(§“}b’l/2) — At(wo — 1)b(7;f1/2)} (v;; _ U;H)
+ M“(C;‘l-fllm) + A+ Atwlb(fy;’_;ll/Q)] (U;L+1 o U?J:ll)
+ |pa (C’?__11/2) + Atw1b(7;l_—11/2):| (U?,l _ U;z:f)
+ At Z wib(%ﬁﬂm)] (Ufﬂ' B 0?91)7 (32)
1<|i|<n
de donde
Z v;’LH —vj| < Z {1 - [c)\-|- 2ua<§?’1/2)+
JEL jez

n n—1
vj — ‘—i—

a1 (35 7)]

2

pa (g;?;f”) T+ Atw_lb('y;:llm)]

n n—1
Vj+1 T Vi1 ‘+

JEL
+ Z ,ua((f__ll/z) + Atwlb(’y;__llp)] R

JEL

n—1/2 n n—
| 5wl -
jez L1<)i<n
= Z {1 - [C)\ + 2,ua(§;71/2)+

€L
+ At(1 — wo)b('y;hl/g)] } v] — U?—1‘+

2

ua(C;l_l/Q) +cA+ Atwlb(’y;_lﬂ)]

J J
jez
+3 ua(C?_l/Q) +Atw1b(v?_1/2)] v =T
jez
+At2[ > w—ib(V?Jr_jl/?)] vf — it
jez Li<|i|<n
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oA+ 2ua (¢ 1) + AL = wolb (7)) [+

v

JEL

+,ua(§n 1/2)+C)\+Atw 1b( " 1/2>+ua(§n 1/2)—|—

> wib(7?+11/2):| }

1<]il<n

vy _'U]'

+Atw1b( n- 1/2) At

n nfl‘

_Z{1+ — At(1 — wo) + Atw_; + Atun

JEZ

+ At Z U)_i:| b(»y?+j1/2)}

1<]il<n

no_ n—1
i 1}]-

Ahora, si desarrollamos los productos y agrupamos términos nuevamente, se
llega a

n
Z ’U;l+1 —vj| < Z —At+ At Z w_; (%nﬂl/z) + 1| jvj — v?*l 7
JEL JEZ i=—n
de donde se obtiene facilmente la siguiente desigualdad
S|y -op| < Sl -] w
JEZ JEL
que equivale a tener
Az Z U;H_l - ’ (34)
JEL JEL
Haciendo induccién sobre n en (34) logramos obtener que
AJ:Z U;H'l—v" vjl-—v? .
JEZ
Por otro lado, si n =0 en (12) tenemos
1_,0 0 0
Vi — V% A —2AY + A% )
J J J+1 J Jj—1 J+1 0
= c w_ B . 35
At (Bz)? * Zz_:n (35)

Igualdad de la cual se despeja 11]1 - fu? y se multiplica por Ax
0 0 ) 0
(A )2 (AJ+1 2Aj + Ajfl) + E('Uj+1 — U])

+ Zw BHJ

i=—n

(vjl- — v?)Am =At

o Aa. (36)
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De (36) el término mdas complicado de acotar es el ultimo. Para realizar esto,
recuerde que por (23)

n n
> w Bl —Br=> p (B;.qk B} ,M) [Z pk( k-1~ B;Lk)
k=1

i=—n

i

pero note lo siguiente
n—1
Zpk( j+k j k+1) = Z Qk(B]T‘L+k+17B;L+k>a
k=—n+1
con
n
> pi yke{0,..,n—1}
i=k+1
Asi, reemplazando (37) en (23), el dltimo término de (36) se puede escribir
como sigue

n—1 n—1
Z woiB =B = > Qu(Bli—Bi)— Y Qr(Bly—Bl),
i=—n k=—n+1 k=—n+1

lo cual nos conduce a la igualdad siguiente:

n—1
Z w_; B} ; — B} = Z Qr(Bjypy1 — 2By + Bl 1) (37)
i=—n k=—n+1

Si hacemos n = 0 en (37) establecemos que

n n—1
Z w,iB?+j - B? = Z Qk(B?+k+1 - 2B?+k + B;‘)Jrkfl)' (38>
i=—n k=—n+1

Si reemplazamos (38) en (36) obtenemos la siguiente expresion equivalente a la
ecuacion (36)

(Ujl» - v?)Ax = At

C
(Aa:) S(AY — 247 + A) )+ E(U;)H —19)

n—1
+ D QuBYign —2B7 B?+k—1)] Az,
k=—n+1

aplicando valor absoluto en esta iltima ecuacién nos resulta la desigualdad

0 0
249 4 A

C
o} =] @t[ |4 - Al gl -

n—1
+ Z Qk 7B

0 0 0
k1 — 2B + BjJrkfl)’
k=—n+1

Az, (39)
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sumando ahora en (39) sobre todo j € Z obtenemos
Z’U;_W?‘Ang 22‘ j+1 2A9+A271)‘
JEZ

C
*E;Z\%‘“j\

JEL

n—1
+ Z Qr Z ‘B?JrkJrl —2Bj  + B?le’
k=—n+1  jEZ

Az.  (40)

Ahora bien, utilizando los supuestos iniciales y los resultados obtenidos en (26),
la ecuacién (40) nos quedaria expresada de la siguiente manera

Z’v — ’Am M1A$+CTV Z Qk
JEL k=—n+1
= At| My + TV (v Z QkM2] )
k=—m+1

con lo cual concluimos
> o) — vl |Az < C1AE = Oy ),
JEL

donde

Cy = My + CTV Z QrMs. (41)
k=—n+1

Lema 3.8. Si la condicion CFL (18) se satisface, entonces existe una constante
Cs, independiente de Ax y At, tal que

n+1

(A7 — A7)+ (A2)* Y Qu(Bfyysr — Blyy)

k=—n+1

VjeZ nef{0,...,N -1} (43)
Demostracion. Por (37), ¢7 en (23) se puede expresar de la siguiente forma

n+1

A (A7 — A7) + Az Z Qr(Bjypy1 — Bipp) + CU?+1‘| )
k=—n+1
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obsérvese ademas que

A Ix( T — A7)+ Ax Z Qr(Bji k1 — Bie)
k=—n+1
1 n n
<A Ix( T — AT
n+1
+ Az Z Qr(Bjyrs1 — Bir)
—n+1

n n
T eV Uy

1 n n
<)\E( T —AY)

n+1

+ Az Z Qi(Bj ki1 — Bipx) + cvjyy
“nt1

n
+ [eAviy |-

Transponiendo el dltimo término al miembro izquierdo de la desigualdad obte-
nemos la siguiente expresion:

+1
1 n

A Fx( T — AY) + Az Z Qu(B} g1 — B;LH@)’_ CM?H)
—n+1

<Y

<2

JEZL
<Oy (44)
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Ahora, primero sumando

CAV ’ y luego multiplicando por % ambos miembros
de (44) obtenemos la desigualdad

E(Aj-&-l — A} + Az Y Qu(B}ypgs — By | < Cite Uj-}-l" (45)
—n+1

Por Lema 3, se tiene que ’v}lﬂ‘ < HvOHOO; reemplazando esto en (45), tenemos

1 n+1
E( i — A+ Az Z Qr(Biypi1 — Biyp)| S Ci + CHUOHOO. (46)
—n+1

Por dltimo, multiplicando (46) por Az se obtiene el resultado deseado

n+1
(Ay = AD) 4+ (A2)* Y Qu(BJyii — Biyy)| < G, (47)
—n+1
haciendo Cy = C} + ¢||v?] o vf

Las propiedades probadas en los lemas de la seccién 3 garantizan analiti-
camente la convergencia y estabilidad de nuestro esquema numérico, lo cual se
pone en evidencia en la siguiente seccion a través de diferentes experimentos
numéricos.

4. Experimentos Numéricos

A continuacién se presentan algunos experimentos numéricos, con los cuales se
muestra la eficacia del método numeérico propuesto en este articulo.

Ejemplo 1
En este primer ejemplo estudiamos una ecuacién lineal no local propuesta
en [5]. Se soluciona numéricamente la ecuacién (1), con A(u) = bu, B(u) = du,

condicién inicial ug(z) = cos(5x), J(z) = /1L exp(—100z?), c =4, b =1 =
d =1, un tiempo de T'= 0.1 y « € [—6,6]. La ecuacién (1), con estos datos
tiene como solucién exacta

u(x,t) = % /_OO exp(izf) exp(G(0)T At)ug(6)do

con
r ~ ~ bo? ict
q(o :\/27r(——+dJ9 —Jo ——+—)
(0 o= AT = T0) - T+ T
En la Figura 1 se hace la comparacién entre la solucién exacta de la ecuacién
del primer ejemplo y la solucién aproximada encontrada a través del método
que proponemos en este articulo.
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15
‘ ! ‘ ! ‘ ¢ Al

— Exacta

X

FIGURA 1. Solucién exacta vs. Solucién numérica del Ejemplo 1

La Tabla 1 muestra errores y érdenes correspondientes a la ecuacion tratada
en el Ejemplo 4.1.

1/Axz Ly Error L; Orden Ly Error Ly Orden Lo Error Lo, Orden

32 2.1e-3 0 2.1e-3 0 2.1e-3 0

64 1.4e-3 0.5640 1.4e-3 0.5642 1.4e-3 0.5822
128 8e-4 0.7811 8e-4 0.7812 8e-4 0.7837
256 4e-4 0.8946 de-4 0.8946 4e-4 0.8950

TABLA 1. Errores y 6rdenes para el Ejemplo 1

Se puede ver en la Tabla 1 que computacionalmente el orden de convergencia
del método que proponemos es 1, lo cual coincide con lo descrito en la ecuacién
(11), ademas, la solucién numérica que aqui proponemos converge a la solucién
exacta como se puede ver en la Figura 1.

A continuacion, se muestran dos ejemplos con ecuaciones no lineales y no lo-
cales de las cuales no se tiene la solucion exacta. Lo que haremos serd programar
una solucién numérica con muchos puntos y la tomaremos como referencia para
comparar nuestras soluciones programadas con pocos puntos en el dominio.

Ejemplo 2
Se soluciona numéricamente la ecuacién (1), con los siguientes datos
0, si Jul<1/4 0, si w<0.1
A/ _ ’ — b — 9 =
() { 1, si |ul>1/4 " () 1, si u>0.1

J(z) = % exp(—|z|), condicién inicial ug(z) = —sin(rz), T = 0.1 z € [-6,6],
b=d=r=1yc=4.
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En la Figura 2, se muestra la soluciéon numérica de la ecuacién tratada en
este ejemplo, para distintos valores de Ax

— Referencia
0 Ax=132
150~ + Ax=164
¢ Ax=1128
' Ax=U256

1 [ [ [ [ {

6 4 -2 0 2 4 6

F1GURA 2. Solucién numérica del Ejemplo 4.2 para distintos valores de Az del Ejemplo
4.2

En la Figura 3, se muestra el acercamiento de una porciéon de la Figura 2.

ol T T T T ! T U [——Referencia
0 Ax=U32

04l *  Ax=164
¢ Ax=U128

03 + Ax=1256

02~ s

01 -

0.2~ -

[ [ [ [ [ [ [
0.6 0.55 0.5 0.45 0.4 0.35 03 0.25

FI1GURA 3. Porcién ampliada de la Figura 2

En ambas figuras, la linea sélida es la solucién de referencia calculada con un
valor de Az = 1/512.

La Tabla 2 muestra errores y 6rdenes correspondiente a la ecuacién tratada
en el Ejemplo 2.
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1/Axz Ly Error L Orden Lo Error Lg Orden Lo, Error Ly Orden
32 1.35e-2 0 4.15e-2 0 3.027e-1 0
64 6.67e-3 1.0290 2.64e-2 0.6557 2.748e-1 0.1396
128 3.12¢-3 1.0828 1.79e-2 0.5 608 2.282¢-1 0.2679
256 7.95e-3 1.3418 7.92e-3 1.1719 1.446e-1 0.6586

TABLA 2. Errores y érdenes para el Ejemplo 2

Segun los resultados de la Tabla 2, se puede observar que computacionalmente
el orden de convergencia del método en este caso es de 1, aunque se haya tomado
A(u) y B(u) con discontinuidades. Obsérvese que dichas funciones también
cumplen con las propiedades exigidas al igual que la funcién J. Ademas, se
puede notar en las Figuras 2 y 3 que nuestras soluciones para distintos valores
de Az convergen a la solucién que programada como referencia.

Ejemplo 3

Se soluciona la ecuacién (1), con los siguientes datos

a(u) = deu(l — u), blu) = a(u), J(x) = \/? exp(—100z2),

y condicién inicial
v (:c) _ 0 st x<0.1
0 S l1 osioz>0.1

conz €[—6,6],T>0,b=d=r=1yc=4.
En la Figura 3, se muestra la solucién numérica de la ecuacion tratada en
este ejemplo, para distintos valores de Ax .

— Referencia
0 Ax132
+ AxUp
¢ AxUI8
D ax125

# e

FIGURA 3. Solucién numérica de la ecuacién (1) para distintos valores de Az
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En la Figura 4, se muestra el acercamiento de una porciéon de la Figura 3.

— Referencia

06> 0 ax=132 H
+Ax=164
0551 ¢ Al
> A x=1256

0.25 0.2 .15 0.1 0.05

FI1GURA 4. Porcién ampliada de la Figura 3

En ambas gréficas, la linea sélida es la solucién de referencia calculada con un
valor de Az = 1/1024.

La Tabla 3 muestra los errores y los 6rdenes correspondientes a la ecuacién
tratada en el Ejemplo 3.

1/Az Ly Error L; Orden Ly Error Ly Orden Lo Error Lo, Orden
32 1.143e-2 0 3.423e-2 0 1.707e-1 0
64 8.331e-3 0.4663 2.657e-2 0.3637 1.332e-1 0.3580
128 5.567¢-3 0.5958 1.964¢-2 0.4401 1.916e-1 0.5246
256 2.882¢-3 0.9658 1.141e-2 0.9125 1.236e-2 0.9326

TABLA 3. Tabla de Errores y érdenes para el Ejemplo 3

Nuevamente, se observa que el orden de convergencia de nuestro método es 1,
aun cuando la condicién inicial es discontinua. La soluciones programadas para
distintos valores de Ax convergen a la solucién de referencia que programamos
como se observa en las Figuras 3 y 4.

5. Conclusiones

Se desarroll6 un procedimiento numérico para la aproximacién de soluciones a
una ecuacién diferencial parcial tipo parabdlica con conveccién-difusiéon no li-
neal y no local, usando los métodos de diferencias finitas y molificacién discreta,
efectuando ademas el analisis de estabilidad para obtener las condiciones CFL
asociadas a la discretizacién. Se lograron demostrar importantes propiedades
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tales como TVD, ley conservativa y lemas de regularidad, las cuales son im-
prescindibles para garantizar la convergencia de las soluciones del esquema
estudiado.

Se realizaron experimentos numeéricos, en los cuales se evidencia que el
método que se propuso es de orden 1, lo que coincide con lo que se mues-
tra en la ecuacién (11). Ademds, aunque para las ecuaciones trabajadas en los
Ejemplos 2 y 3 no se tienen soluciones exactas, en caso de que dichas solu-
ciones se puedan calcular analiticamente, se garantiza que nuestras soluciones
programadas para distintos valores de Az convergeran a la exacta.

Los resultados numéricos obtenidos muestran que la implementacién del
método de molificacién discreta es ventajoso en este tipo de problemas por
cuanto regulariza muy bien la integral impropia que en nuestra ecuacién aparece.

Para trabajos futuros, se puede realizar la aproximacién a la ecuacién no
lineal, no local y fuertemente degenerada descrita por el modelo:

up(x,t) =A(U) pe (2, 8) + )z (z,t) — ru(z, t)+

4 /R J(s —x)B(u)(s,t)ds — B(u)(z,t),

utilizando las mismas estratégias numéricas en este articulo empleadas, o dis-
cretizando las derivadas en tiempo y espacio con una misma clase de diferencias
finitas (todas con diferencias finitas hacia atrds o centradas). También se podria
pensar en extender este mismo modelo a dos o tres variables.
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